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Przeksztatcenie Fouriera

= Dyskretne przeksztatcenie (transformacja) Fouriera (DFT):
— przeksztatca reprezentacje czasowa sygnatu — N probek sygnatu
— W reprezentacje czestotliwosciowg sygnatu — N probek widma.

" Transformata Fouriera dla sygnatu okresla widmo (spektrum) sygnatu
(przez analogie do widma swiattfa). Traktuje sygnat jako sume sktadowych
widmowych - sinusdéw o réznych czestotliwosciach i amplitudach.

= Odwrotne przeksztatcenie Fouriera (IDFT) — odtwarza reprezentacje
czasowq z reprezentacji widmowej (DFT jest odwracalne).

= Przeksztatcenie Fouriera zaktada, ze zbior probek poddawany
przeksztatceniu jest okresem sygnatu.




Zastosowania przeksztatcenia Fouriera

Do czego jest nam potrzebne przeksztatcenie Fouriera?

= Analiza czestotliwosciowa (widmowa) — okreslenie sktadowych czestotliwosciowych,
z ktorych zbudowany jest sygnat.

— Wyznaczenie i zmierzenie dominujgcych sktadowych widmowych.
— Przyktad: mikrofalowy detektor predkosci pojazdow.
" Przetwarzanie sygnatow w dziedzinie czestotliwosci.
— Wiele operacji mozna wykonac znacznie szybciej w dziedzinie czestotliwosci.

— Przyktad: filtracja FIR ciggtego sygnatu za pomocg metody OLA,
np. redukcja zaktocen w sygnale, poprawa jakosci dzwieku.

= Przeksztatcenie Fouriera jest (obok filtracji) podstawowym algorytmem
wykonywanym na procesorach sygnatowych i czescig wielu ztozonych algorytmow
przetwarzania sygnatow.



Przyktad wykorzystania przeksztatcenia Fouriera

Nagranie dzwieku klarnetu.
Z wykresu czasowego nie dowiemy sie z jakich sktadowych jest zbudowany sygnat.
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Przyktad wykorzystania przeksztatcenia Fouriera

Wynik analizy czestotliwosciowej dzwieku klarnetu (widmo).
= Widzimy strukture sygnatu — suma harmonicznych (sinusow).
= Mozemy okresli¢ wysokos¢ dzwieku: wynika z czestotliwosci pierwszej sktadowe;.
» Rozktad amplitud harmonicznych wyznacza barwe (brzmienie) dzwieku.
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Widmo sygnatu rzeczywistego

= Zazwyczaj przeksztatcamy sygnaty o wartosciach rzeczywistych.

= N probek sygnatu przeksztatcamy w N zespolonych wartosci widma:
— wartosc 1: sktadowa stata, suma wartosci probek (wartos¢ rzeczywista)
— wartosci od 2 do N/2: sktadowe widma sygnatu (zespolone)
— wartosé N/2 + 1: sktadowa Nyquista (rzeczywista), powinna by¢ zerowa
— wartosci od N/2 + 2 do N: lustrzana kopia pierwszej potowy widma.

= Widmo z N prébek ma
(N/2 + 1) unikalnych wartosci.

= Pozostate wartosci (od N/2+2)
mozemy pomingc¢ dla sygnatu
o rzeczywistych wartosciach.
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Widmo amplitudowe i mocy

= Widmo zawiera wartosci zespolone.
* Najczesciej interesuje nas widmo amplitudowe A( f), modut widma zespolonego:

A = 1X(P)| = [Re(X(D)” + Im(X())’
= Widmo mocy sygnatu jest kwadratem modutu widma:
P(f) = 1X(P)I? = Re(X())" + Im(X(H))’

= Widma amplitudowe i mocy czesto wyrazamy w decybelach (dB):

A(f) = 101log:o(IX(f)])
P(f) = 101log1o(IX(f)1?) =201og1o(IX(F))




Widmo amplitudowe

= Aby obliczy¢ amplitude sktadowej widmowej, nalezy podzieli¢ modut widma przez
liczbe probek i uwzglednic fakt, ze widmo sygnatu rzeczywistego rozktada sie na
,dwie potowy”.

= Amplituda sktadowej o indeksie n:
2
Aln| =—|X|n
[n] =~ X[n]
= Pierwsza wartosc (skfadowa stata) jest rzeczywista i nie ma pary. Wartosc ta

podzielona przez N = wartosc Srednia sygnatu w analizowanym okresie.

= Sktadowa Nyquista rowniez jest rzeczywista i nie ma pary — powinna byc¢ podzielona
przez N, ale w praktyce powinna by¢ ona zerowa (jezeli nie jest, wskazuje to na
wystepowanie aliasingu widma).



Czestotliwosci probek widma

= Na podstawie N probek sygnatu obliczamy N prébek widma.
= Widmo pokrywa zakres czestotliwosci od 0 do czestotliwosci probkowania f..
= Zatem n-ta wartos¢ widma odpowiada czestotliwosci:

fs
n|l=n—
flnl =n
= QOdstep miedzy probkami widma wyznacza rozdzielczosc¢ czestotliwosciowg widma:
fs
df ==
/ N

= Nie mozna rozrozni¢ dwoéch sktadowych widmowych, jezeli odstep miedzy nimi jest
mniejszy niz df.

= Mozna sztucznie poprawic rozdzielczos¢ uzupetniajgc sygnat zerami na koncu
(zero padding). Nie dostajemy w ten sposob wiecej danych (wartosci sg
interpolowane), ale uzyskujemy lepszg rozdzielczos¢ czestotliwosciowa.



Rozdzielczos¢ czestotliwosciowa

Przyktad: suma sinusow f1 = 234,375 if2 = 281,25 Hz
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Okresowosc¢ sygnatu

= Przeksztatcenie Fouriera zaktada, ze zbior probek poddawanych przeksztatceniu
jest doktadnie okresem analizowanego sygnatu lub jego wielokrotnoscia.

= Przyktad widma dla sytuacji gdy jest to prawda (f =937,5 Hz; N =512):
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Okno analizy i przecieki widma
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Funkcje okien czasowych

= Przecieki widma wynikajg z nieciggtosci przy zapetleniu okna analizy.

= Zmniejszenie przeciekow widma uzyskujemy poprzez przemnozenie okna analizy
przez funkcje okna czasowego, ktora ttumi skrajne wartosci okna analizy.

= Skutek dziatania funkcji okna:

— redukuje ,rozlewanie sie”
amplitudy sktadowych
na sgsiednie wartosci,

— ale jednoczesnie poszerza
dominujgce sktadowe
widmowe — efekt przecieku

skupia sie w waskim zakresie.
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Wptyw okna czasowego

Zastosowanie funkcji okna w przypadku wystepowania przeciekow widmowych
— sttumienie przeciekéw, poprawa doktadnosci analizy widmowe;.
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Wptyw okna analizy

Zastosowanie funkcji okna w przypadku braku przeciekow widmowych
— tutaj funkcje okna pogarszajg wyniki, poszerzajac ,pik” widma.

Bez okna
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Uwagi o funkcjach okna

= Nie ma ,najlepszego” okna, ale okna Hamminga i von Hanna s3 najbardzie;
uniwersalne i najczesciej stosowane w praktyce.

= Okno Blackmana przyda sie gdy trzeba silnie sttumic przecieki, kosztem poszerzenia
maksimow widmowych.

= Stosujemy funkcje okna gdy analizujemy widmo, np. szukamy maksimoéw.

= Nie stosujemy funkcji okna przy przetwarzaniu w dziedzinie czestotliwosci,
gdy pozniej wracamy do dziedziny czasu.

= Normalizacja amplitudy widma przy stosowaniu okna w:

Aln] = | X[n]]

2 Wi



Analiza sygnatu ciggtego

= Przeksztatcenie Fouriera dziata na blokach probek.

= Analiza ciggftego sygnatu wymaga podzielenia go na bloki (okna), dla kazdego bloku
wykonywane jest przeksztatcenie Fouriera.

= Nazywane jest to krotkookresowym przeksztatceniem Fouriera
— STFT (Short Term Fourier Transform).

= Kazde obliczone widmo ,,usrednia” to co sie dzieje wewnatrz danego bloku.

= Tracone sg chwilowe zmiany sygnatu wewnatrz bloku.



Analiza sygnatu ciggtego - STFT

Wynik STFT przedstawia sie w formie spektrogramu:
czas (oS pozioma) — czestotliwos¢ (pionowa) — amplituda (kolor)




Rozdzielczosc¢ czasowa STFT

= Rozdzielczosc czasowa wynika z dtugosci okna:

g — N 1
fs ~ df
= |nterpretacja: minimalny odstep czasowy miedzy zdarzeniami w sygnale,
ktore mozna rozrozni¢ w analizie STFT.

= Czyli:
— rozmiar okna musi by¢ duzy, aby uzyskac¢ dobra rozdzielczos¢ czestotliwosciows,
— rozmiar okna musi by¢ maty, aby uzyskac¢ dobra rozdzielczos¢ czasowa.

= Nie da sie tego pogodzi¢ w analizie STFT. Musimy wybrac¢ wtasciwy kompromis,
zaleznie od charakteru sygnatu i tego, co chcemy uzyskac.



Rozdzielczosc¢ czasowa STFT

Poréwnanie okien o dtugosci 512 i 4096 probek.

czestotliwos¢

Czas



Zaktadkowanie

= Zaktadkowanie (overlapping) polega na tym, ze okno analizy przesuwa sie o0 mniej
niz dtugos¢ okna (niektdre prébki sg analizowane wiecej niz jeden raz).

= Efekt: zniwelowanie wptywu funkcji okna na widmo (ttumienia skrajnych wartosci)
oraz poprawienie rozdzielczosci czasowe;.

= Zwykle dla okna Hamminga i von Hanna stosuje sie przesuniecie o % dtugosci okna,
dla okna Blackmana: o % dtugosci okna.

L




FFT

= Procesory sygnatowe obliczajg transformate za pomocg szybkiego przeksztatcenia
Fouriera — FFT (Fast Fourier Transform), algorytm Cooleya-Tukeya.

= Zwykle implementujg one algorytm radix-2, w ktérym rozmiar transformaty
musi by¢ potegg dwojki (np. 512, 1024, 2048).

= Algorytm dzieli blok prébek sukcesywnie na pot, az dochodzi do transformaty
dwoch elementow (,motylka”), po czym sktada wynik transformaty.

= Algorytmy na ,,zwyktych procesorach” zazwyczaj
obstugujg dowolny rozmiar transformaty, 0 1J\2>$<5 6]7

ale najszybciej dziatajg dla poteg dwodijki. input [0]2]2]6]1]5]3]7
Jszy J Ja poteg J Al -

it=1, N=2 [ (0,4} [ {2,6} | {1,5} | (3,7}

L.

it=2, N=4| {0,2,4,6} | {1,357}

x(0) » y(0)
(m—1)th X nith y(O) = X(O) + X(l) 'Wnk \/
stage - stage ‘ it=3, N.=8 {0,1,2,3,4,5,6,7}
qn) —Z Ly YA =X0) = x@)-W, Cooley-Tukey




Porownanie ztozonosci: FFT i DFT

Dane z: Mark McKeown, FFT Implementation on the TMS320VC5505, TMS320C5505, and TMS320C5515 DSPs (SPRABB6A)

FFT Length Direct DFT Computation Radix-2 FFT
Complex Complex Additions Complex Complex Additions
Multiplications Multiplications

128 16,384 16,256 448 896

256 65,536 65,280 1,024 2,048

512 262,144 264,632 2,304 4,608

1024 1,048,576 1,047,552 5,120 10,240

Dla radix-2 z N=1024: ok. 5 tysiecy operacji mnozenia liczb zespolonych dla FFT,
w porownaniu do ponad miliona operacji dla DFT (200x wiecej).



FFT na procesorach sygnatowych

= Architektura i lista rozkazow procesoréw sygnatowych umozliwiajg szybkie
obliczanie FFT.

= Niektore procesory sygnatowe majg specjalne koprocesory tylko do FFT.

" Procesor: C5535: sprzetowe przyspieszenie FFT (HWAFFT), FFT i IFFT o rozmiarach:
8,16, 32,64, 128,512, 1024 (dla sygnatdéw rzeczywistych rowniez 2048).

= Producent procesora zwykle dostarcza zoptymalizowane procedury FFT napisane
w asemblerze, z ktorych powinnismy korzystac.

= Czesto s3 to tylko implementacje radix-2, a wiec rozmiar transformaty musi byc
potegg dwoijki.

= Mozna napisa¢ samodzielnie algorytm FFT, ale trudno jest napisac dziatajacy
szybciej niz juz istniejgcy i przetestowany.



FFT na procesorze C5535

= |nstrukcje procesora do obliczania FFT i IFFT sg dostepne z poziomu jezyka C.

= Wygodniej jest stosowac funkcje z biblioteki DSPLIB dla wartosci rzeczywistych (rfft)
i zespolonych (cfft).

Dokumentacja: SPRU422)

Functions Description

void cfft (DATA *x, ushort nx, type) Radix-2 complex forward FFT - MACRO
void cfft32 (LDATA *x, ushort nx, type); 32-bit forward complex FFT

void cifft (DATA *x, ushort nx, type) Radix-2 complex inverse FFT - MACRO
void cifft32 (LDATA *x, ushort nx, type); 32-bit inverse complex FFT

void cbrev (DATA *x, DATA *r, ushort n) Complex bit-reverse function

void cbrev32 (LDATA *a, LDATA *r, ushort) 32-bit complex bit reverse

void rfft (DATA *x, ushort nx, type) Radix-2 real forward FFT - MACRO
void rifft (DATA *x, ushort nx, type) Radix-2 real inverse FFT - MACRO
void rfft32 (LDATA *x, ushort nx, type) Forward 32-bit Real FFT (in-place)

void rifft32 (LDATA *x, ushort nx, type) Inverse 32-bit Real FFT (in-place)




Zapis zespolonego widma

= Wartosci widma sg zespolone.

= CzesC rzeczywista i czesc zespolona wartosci widmowych
sg zapisywane jako osobne liczby, jedna po drugiej:
Re(0), Im(0), Re(1), Im(1), Re(2), Im(2), Re(3), Im(3), ...

= Kazda czesc zapisywana jako Q15 (short) lub Q31 (/ong).
= Do obliczenia IFFT musimy zapisa¢ widmo w powyzszej formie.

= Funkcja cfft wymaga sygnatu zespolonego. Jezeli mamy sygnat rzeczywisty, musimy
wstawic¢ zera miedzy wartosci rzeczywiste.

= Funkcja rfft dziata dla sygnatu rzeczywistego. Zapis widma:
Re(0), Re(Nyquist), Re(1), Im(1), Re(2), Im(2), Re(3), Im(3), ...

= Rozmiar transformaty: 8, 16, 32, 64, 128, 512, 1024, (tylko rfft) 2048.



FFT sygnatu rzeczywistego za pomocq DSPLIB

= Obliczenie FFT dla sygnatu rzeczywistego za pomocg DSPLIB: funkcja rfft:

void rfft (DATA *x, ushort nx, type);

= Argumenty:
— x: wskaznik do tablicy zawierajgcej probki sygnatu — zostanie ona nadpisana
przez widmo (!); typ DATA jest aliasem short (liczby 16-bitowe).
— nx: liczba probek w tablicy,

— type — zwykle podajemy statg SCALE, ktdra dzieli wartosci przez 2 po kazdym
etapie (co zmniejsza rozdzielczos¢ wartosci widma); stata NOSCALE wytgcza
skalowanie, ale znacznie zwieksza to ryzyko przepetnienia zakresu.

rfft(tablica, 1024, SCALE);




Konfiguracja projektu do obliczania FFT

Funkcje FFT z DSPLIB wymagajg spetnienia nastepujgcych warunkow
(przyktad dla N = 2048).

= Konfiguracja pamieci w pliku .cmd:

.fftcode > SARAMO
.data:twiddle > SARAM1, align(2048)
.input > DARAMO, align(4)

= Deklaracja tablicy dane (nazwa przyktadowa) do obliczania FFT w kodzie C:

#pragma DATA SECTION (dane, ".input")
DATA dane[2048];

= Nazwa sekcji .input jest przyktadowa, mozna uzy¢ dowolnej. Pozostate dwie sekcje
sg zdefiniowane w kodzie procedury FFT.



Praktyczny projekt - radar dopplerowski

Zastosowanie procesora sygnatowego do analizy sygnatu z mikrofalowego,
dopplerowskiego czujnika radarowego.

Nadajnik emituje fale elektromagnetyczng
— sinus o czestotliwosci 24,125 GHz.

Odbiornik zbiera fale odbitg od obiektu.

Na skutek efektu Dopplera, odbita fala
ma inng czestotliwos¢ niz nadana.

X
Rdznica czestotliwosci jest proporcjonalna (@—
do predkosci obiektu.

Sygnat réznicowy z miksera czujnika %
lezy w pasmie akustycznym. o] oo

Low pass



Spektrogram sygnatu z czujnika

Sygnat roznicowy — spektrogram dla przejazdu samochodu.

Nasze zadanie: wyodrebni¢ dominujgca sktadowg widma, znalez¢ jej czestotliwosc
i przeliczy¢ na predkosc pojazdu.

Czestotliwosc [Hz]

Czas [s]



Schemat przetwarzania sygnatu

= Przychodzace probki sygnatu zapisujemy w buforze kotowym o rozmiarze 2048
probek (liczby short w formacie Q15).

= Okno analizy jest przesuwane o 1024 probek (zaktadkowanie % dtugosci okna).
= Gdy mamy zapisanych 1024 nowych prébek:

— przechodzimy petlg po prébkach w buforze kotowym, w kolejnosci od najstarszej
do najmtodszej,

— mnozymy probke przez odpowiednig wartos¢ okna Hamminga (funkcja _smpy),
— zapisujemy wynik mnozenia do bufora liniowego,

— obliczamy FFT,

— obliczamy widmo mocy (kwadrat modutu widma),

— szukamy maksimow widmowych,

— jezeli je znajdziemy — obliczamy predkos¢ pojazdu.



Funkcja okna

= Nie ma sensu obliczanie wartosci okna Hamminga za kazdym razem (choc jest to
mozliwe). Wspoétczynniki sg state dla ustalonej dtugosci okna.

= Obliczamy wartosci okna w zewnetrznym programie, konwertujemy do formatu
Q15 i zapisujemy je w statej tablicy (const short) w kodzie C.

= Uwaga: maksymalna wartos¢ okna wynosi 1. Nie mozna zapisac jedynki w Q15!
Nalezy przeskalowac wartosci zmiennoprzecinkowe aby nie byto przepetnienia.



Obliczanie widma mocy

= Obliczamy widmo zespolone korzystajac z funkgji rfft.
= Obliczamy widmo mocy:
— przechodzimy petlg po parach (Re, Im) liczb w wyniku rfft,
— obliczamy kwadrat kazdej liczby (_smpy),
— dodajemy czesc¢ rzeczywistg do urojonej,
— zapisujemy w buforze (mozemy uzyc tego samego bufora).

= Gdybysmy chcieli uzyska¢ widmo amplitudowe, trzeba bytoby obliczy¢ jeszcze
pierwiastek z kazdego wyniku (funkcja sqrt_16 z DSPLIB).

= Jesli potrzebujemy doktadnych wartosci amplitudy, dzielimy wyniki przez 1024.



Widmo dla pojedynczego bloku

Nastepnie analizujemy obliczone widmo, szukajgc maksimum.
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Wyszukiwanie maksimum

Istnieje wiele metod szukania maksimum. Jedna z prostszych:
= obliczamy pochodng widma, czyli od danej probki widma odejmujemy poprzednig,
= jezeli pochodna zmienia znak z dodatniej na ujemng, oznacza to maksimum,

= dodatkowo musimy zatozy¢ minimalny prog amplitudy widmowej, aby
wyeliminowacé wptyw Lo le=7
szumu,

=
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Obliczenie predkosci

Znajdujemy maksimum widma dla wartosci n = 104.
Pozostato obliczenie predkosci obiektu.

= Zaleznos¢ miedzy czestotliwoscig a predkoscia:
v=0,02234-f (wynika ze wzoru Dopplera)

= Zalezno$¢ miedzy indeksem widma a czestotliwoscig, zaktadajac f. = 48 kHz:
f=23,4375-n

= Zatem: v=0,52425-n [km/h]
= W zapisie Q15:v=17179-n
" Obliczamy: 104 * 17179 = 1786616

= W przeliczeniu na format zmiennoprzecinkowy:
1786616 / 32768 = 54,52 km/h (doktadne obliczenia: 54,541)



Doktadniejsze wyszukiwanie maksimum

= Mozemy doktadniej obliczy¢ czestotliwos¢ maksimum, chociaz jest to algorytm
raczej dla zmiennoprzecinkowych procesorow, poniewaz wymaga dzielenia.

= Dowolne trzy punkty wyznaczajg parabole.

= Dopasowujemy parabole do znalezionej maksymalnej probki i do jej dwoch
sgsiadow. Wartosci tych probek kolejno: a, b, c.

= Doktadne potozenie maksimum:

= W naszym przyktadzie: m = 103,8; v = 54,42 (byto 54,52).

Zrédto: https://ccrma.stanford.edu/~jos/sasp/Quadratic_Interpolation_Spectral_Peaks.html



Doktadniejsze wyszukiwanie maksimum

Wynik dopasowania paraboli i znalezione maksimum (x):
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